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RESUMO

O mapa logistico é uma equacéo deterministica, através da qual é possivel fazer uma andlise da dindmica de uma
populagdo. O interesse pelo assunto vem aumentando a cada dia, e um dos motivos é o fato de apresentar uma
dindmica ndo linear com uma matematica cheia de riqueza. O presente estudo busca compreender algumas
propriedades dessa equagdo logistica, em primeiro momento utilizando uma abordagem analitica e
posteriormente uma anélise humérica do problema e por fim mostrar que essas abordagens distintas apontam
para 0s mesmos resultados
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1. INTRODUCAO

O principal foco da pesquisa consiste em compreender e descrever algumas
propriedades do mapa logistico, uma vez que essa equacdo logistica possui muitas virtudes,
como o fato de ser acessivel e mesmo assim ilustrar muitas nocbes de dinamica ndo linear
(FEIGENBAUM,1979), ela ainda apresenta uma matemaética cheia de vida e riqueza onde
muitos aspectos ainda ndo rigorosamente entendidos e sdo estudados por alguns dos melhores
matematicos da atualidade. Como se ndo bastasse, 0 mapa logistico possui aplicacfes diretas

em biologia, quimica, engenharia, matematica e em muitos outros topicos (TEIXEIRA, 2015).

2. FUNDAMENTACAO TEORICA
Umas das primeiras tentativas de prever a dindmica de uma populagdo foi o0 modelo

malthusiano, de 1978. Tomas Robert Malthus, elaborou um modelo ndo linear onde o total da
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populacdo dependia exclusivamente das taxas de natalidade(A), de mortalidade(B) e do
namero de individuos(C) (FIELDER-FERRARA, 1994). A expressdo matematica para este

modelo é:

fl—rtl =(A—-B)N
que é uma expressao geomeétrica.
Em 1845 o matematico belga Pierre Frangois Verhulst, propds um modelo ndo-linear
onde a mortalidade seria proporcional ao quadrado do numero de individuos (FIELDER-

FERRARA, 1994). Este modelo pode ser expresso pela equacéao diferencial:

dn
—— = AN — BN?
dt

onde N é o nimero de individuos, A é a taxa de natalidade e B de mortalidade.

O modelo de Verhuls foi retomado em 1976 por Robert May, porém, ndo em sua
forma diferencial, mas em forma de mapa, onde cada valor é obtido a partir do valor anterior.
O mapa logistico é mais interessante e apresenta um comportamento mais rico. Tal mapa é
dado pela equacao

Xn+1 = Rxp (1 = xp) 1)
onde x,,, € 0 numero de individuos na n-ésima geracao, e R € um parametro de controle.

O mapa logistico é uma equacdo deterministica, ou seja, sua situacdo futura sera
determinada pelas condicbes presentes. O que chamou a atencdo de May foi o fato de que o
comportamento deste mapa varia radicalmente para diferentes valores de R. O
comportamento desse sistema passa de periddico a cadtico devido a pequenas variacOes de R.

Enquanto o comportamento do mapa logistico é periddico, é facil prever as condi¢fes
futuras, pois obedecem a uma certa regularidade que, a longo prazo, se estabiliza e define um
atrator. Mas, quando acontece o regime cadtico, quaisquer variagdes presentes, ou seja, nas
condigOes iniciais, provoca grandes variagdes nas condi¢des futuras. Como na préatica € muito
dificil definir com exatid@o as condicdes iniciais, esse comportamento acaba comprometendo
a previsibilidade do sistema, que apesar de deterministico torna-se imprevisivel, uma vez que
o0 atrator perde qualquer regularidade, quando isso ocorre ela passa a ser denominado atrator
estranho.

A melhor maneira de observar a transicdo para 0 comportamento caotico € tracando o

conjunto de atratores do mapa logistico para diferentes valores de R. Esta transicdo para o



caos é conhecida como rota de duplicacao de periodo. As duplicagbes ocorrem nos pontos de

bifurcacdo, uma vez que bifurcagdo é um ponto onde ndo ha perda de estabilidade do atrator.

3. MATERIAL E METODOS
No decorrer do trabalho fizemos simulagbes numéricas para observar o
comportamento do sistema. Além disso, usamos técnicas para resolucdo de equaches

diferenciais para o tratamento analitico.

4. RESULTADOS E DISCUSSOES
Considerando o mapeamento x,,; = Rx,(1 —x;,) = f(x), onde R[0,4], no ponto
fixo temos x,,,, = x,, = x, fazendo isso chegamos a seguinte equacao:
x=Rx(1—-x) (@)
a qual apresenta as seguintes solugdes: x =0ex =1 — % que sdo os pontos fixos para o

mapeamento estudado. Fazendo a anélise de estabilidade para esses pontos fixos como
proposta por Hermes (2015, p.6) temos:

1° ponto fixo: x = 0

f a

dx = R — 2Rx, entdo

Uma vez que temos que Tx dxlx—g

= R, a estabilidade ocorre quando

|%|x=0| < 1, logo:
IR|<1=> —1<R<1,comoR=0temosque0<R<1
ou seja, o ponto fixo x = 0 é assintoticamente estavel para R € [0,1).
2°ponto fixo: x =1 —%
De forma analoga ao que foi feito para o ponto fixo 1 analisamos a estabilidade para esse
ponto fixo chegamos ao seguinte resultado: 1 < R < 3, ou seja, 0 ponto segundo ponto fixo é
assintoticamente estavel para R € (1,3). Vale a pena ressaltar que para R =1 0 mapa
apresenta uma bifurcacéo transcritica.
Fazendo agora a mesma analise para a segunda iterada do mapa, periodo 2, temos:
Xnt2 = Rxpy1 (1 — Xp41)
Xny2 = Rxp (1 — %) — R[Rxp (1 — )] ©)
Aplicando a defini¢do de ponto fixo em (3) temos:

x=1%x —1r?x2 —r3x% + 2r3x3 — r3x* (4)



~ - . 1 .,
Resolvendo a equagéo (4) encontramos as seguintes raizes: x =0, x =1 — -, Ja encontradas
no estudo do primeiro ponto fixo e duas novas raizes:

Jr+3)(r+1)
2r

x=r+1+

Teoricamente teriamos que analisar a estabilidade para esses dois novos pontos fixos,
da mesma forma como foi feita para o os dois primeiros, porém percebemos que essa analise
se torna muito trabalhosa, por isso se torna mais vantajoso um estudo numérico a partir desse

ponto, principalmente para as proximas iteradas do mapa.

5. CONCLUSOES
Estudamos a estabilidade no mapa logistico para alguns pontos fixos e tal estudo nos

permitiu comparar 0s resultados numéricos com a abordagem analitica aqui adotada.
Verificamos que o ponto fixo x = 0 é estavel para R € [0,1) e o ponto fixo x =1 -— ¢
estavel para R € (1,3), como encontrado na literatura, 0 que nos permite concluir que 0s

resultados analiticos foram satisfatorios. Percebemos ainda que para R = 1 0 mapeamento

apresenta um bifurcacdo transcritica e para R = 3 uma bifurcacdo de duplicacdo de periodo.
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