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CONVERGENCIA PARA O ESTADO ESTACIONARIO APOS A BIFURCACAO
TANGENTE NO MAPA LOGISTICO

Joelson D. V. HERMES'; Carlos E. de P. ABREU?; Flavio H. GRACIANO®

RESUMO

Neste trabalho exploramos a evolugao em direcao ao equilibrio perto de uma bifurcagado tangente no
mapa logistico, mais precisamente apos a bifurcacdo. Para esse caso a convergéncia para o estado
estacionario obedece a uma lei exponencial, através da qual determinamos o expoente de relaxacao,
utilizando duas abordagens distintas, uma numérica e outra de forma analitica.
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1. INTRODUCAO

O estudo qualitativo dos sistemas dinamicos ndo-lineares sofreu uma modificagdo radical
entre as décadas de 1960 e 1970. Isso ocorreu devido ao desenvolvimento de novas tecnologias e
principalmente ao uso dos computadores como um ambiente de pesquisa cientifica € ndo mais como
simples méaquinas de calcular. Tal modificacdo foi tdo radical que pode-se considerar ter havido uma
“revolugdo” no estudo de sistemas dindmicos; com isso, uma enorme quantidade de pesquisadores
aderiram a essa “nova ciéncia” (STEWART, 1991).

O estudo de caos trouxe a assustadora compreensdo de que equagdes matematicas simples
poderiam servir de modelo para sistemas tdo violentos. Iniciava-se ai o moderno estudo do caos,
cujas ideias haviam sido langadas por Poincaré (GLEICK, 1987).

Apesar de ser tratado por muitos como “Teoria do Caos”, o que estipulou chamar de caos ¢
uma colecao de resultados abstratos e métodos computacionais, a maior parte tendo uma abordagem
geométrica, que sdo aplicaveis ao estudo de equagdes diferenciais ndo lineares e mapeamentos
(HOLMES, 1989).

Propomos nesse trabalho investigar um dos mapeamentos mais conhecidos nessa area, o
Mapa Logistico, 0 mapeamento em questdo apresenta uma série de comportamentos dindmicos
relevantes, dentre os quais incluem-se regularidade, rotas para o caos, assim como diversos tipos de

bifurcacdes, certamente um dos conceitos centrais em sistemas dinamicos.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

O mapa logistico ¢ um modelo matematico que foi descrito em 1976 pelo pesquisador
Robert May, com o objetivo de modelar o crescimento populacional anual de espécies de insetos. O
modelo proposto por May foi historicamente importante para mostrar que sistemas extremamente
simples poderiam ter comportamento extremamente complexo. Este mapeamento ¢ uma equacao
deterministica, ou seja, sua situacdo futura serd determinada pelas condi¢des presentes. Tal mapa ¢
escrito da seguinte forma

Xn+1 = F(xn) = Rxp (1 — x) (1)
onde x,, ¢ o nimero de individuos da populagdo na n-ésima geragdo ¢ R € [0,4] ¢ o pardmetro de
controle (MAY, 1976).

O aparecimento de caos em sistemas dinamicos estd sempre ligado a ocorréncia de
bifurcacdes de algum tipo. No mapa logistico esta presente, dentre outros tipos de bifurcagdes, a
bifurcacdo sela-nd, também conhecida como bifurcagao tangente.

Em trabalhos anteriores fizemos um estudo do mapa logistico antes da bifurcacdo tangente e
no ponto de bifurcacdo, determinando os expoentes criticos que a caracterizam, nesse trabalho

investigaremos o comportamento do mapa ap6s a bifurcacao.

3. MATERIAL E METODOS
No decorrer do trabalho fizemos o uso de computadores para auxiliar nas simulagdes
numeéricas, através das quais foi observada a evolugdo do sistema. Além disso, usamos técnicas para

resolucdo de equacdes diferenciais para o tratamento analitico do problema.

4. RESULTADOS E DISCUSSOES

A convergéncia para o ponto fixo ¢ descrita pela variavel y, a qual representa a distancia
para o ponto fixo. Essa convergéncia ainda deve depender do nimero de iteracdes m, da condigdo
inicial y, e do pardmetro 4 = R. — R. Em trabalhos anteriores estudamos os casos em que ¢ > 0,
ou seja, antes da bifurcagdo e u = 0 quando estdvamos na bifurcacdo. Nossa proposta agora ¢
estudar o caso em que u < 0, isto ¢, depois da bifurcagao.

A convergéncia para o estado estacionario depois que a bifurcagdo ocorreu ¢ marcada por

uma lei exponencial do tipo

y(m,p) < e ™, )
em que T ¢ o tempo de relaxagdo descrito por
7 oc b, 3)
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onde § ¢ um expoente de relaxacdo (TEIXEIRA, 2015).
A Figura 1 mostra o comportamento de 7 versus y e um ajuste em lei de poténcia fornece-

nos o expoente § = —0,54(3).
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Figura 1: Grafico do tempo de relacdo para o ponto fixo em fungdo de .

O tratamento analitico ¢ feito considerando a funcdo F® = G(x, R), onde F®) representa a

terceira composicao da equagdo (1); com isso faremos uma expansdo em Taylor da funcdo G (x, R)

o aG 19%G
em torno do ponto fixo x* e do R, critico, chamando —— =a e -— =b' e
OR x* R 2! dx x* R
reordenando os termos chegamos a seguinte expressao
— 2
Ym+1 = Ym + U+ aYm, (4)

_ xm+1—x* _ br

onde Y41 = ——ea=—.

A equagdo (4) pode ser escrita como uma equacdo de diferencas e em seguida aproximada

por uma equacao diferencial da seguinte forma

Y — Vi
d 6
%zlﬁ'a}’%- (©)

Resolvendo a equagdo diferencial (6) chegamos ao seguinte resultado

T= L larctan <y_m> — arctan <&>l, (7)

1

analisando esse resultado ¢ possivel notar que t diverge como N

no limite de u pequeno. Assim,
temos

1
T X Uz,

10“ Jornada Cientifica e Tecnologica e 7° Simposio da Pos-Graduagdo do IFSULDEMINAS. ISSN: 2319-0124.



1 .
chegando a § = — >0 que confirma o resultado encontrado numericamente.

5. CONCLUSOES

Notamos que o decaimento para o estado estacionario ¢ marcado por uma lei exponencial do
. _m . ~ . s
tipo y(m, ) «< e~ =, onde 7 é o tempo de relaxag¢do descrito por T o u°, sendo que nossos estudos
~ 1 [
mostraram que o expoente de relaxacdo § = — 3 usando uma abordagem analitica o que confirma o

resultado encontrado numericamente.
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