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RESUMO 

Neste trabalho exploramos a evolução em direção ao equilíbrio perto de uma bifurcação tangente no 
mapa logístico, mais precisamente após a bifurcação. Para esse caso a convergência para o estado 
estacionário obedece a uma lei exponencial, através da qual determinamos o expoente de relaxação, 
utilizando duas abordagens distintas, uma numérica e outra de forma analítica. 
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1. INTRODUÇÃO 

 O estudo qualitativo dos sistemas dinâmicos não-lineares sofreu uma modificação radical 

entre as décadas de 1960 e 1970. Isso ocorreu devido ao desenvolvimento de novas tecnologias e 

principalmente ao uso dos computadores como um ambiente de pesquisa científica e não mais como 

simples máquinas de calcular. Tal modificação foi tão radical que pode-se considerar ter havido uma 

“revolução” no estudo de sistemas dinâmicos; com isso, uma enorme quantidade de pesquisadores 

aderiram a essa “nova ciência” (STEWART, 1991). 

 O estudo de caos trouxe a assustadora compreensão de que equações matemáticas simples 

poderiam servir de modelo para sistemas tão violentos. Iniciava-se aí o moderno estudo do caos, 

cujas ideias haviam sido lançadas por Poincaré (GLEICK, 1987). 

 Apesar de ser tratado por muitos como “Teoria do Caos”, o que estipulou chamar de caos é 

uma coleção de resultados abstratos e métodos computacionais, a maior parte tendo uma abordagem 

geométrica, que são aplicáveis ao estudo de equações diferenciais não lineares e mapeamentos 

(HOLMES, 1989). 

 Propomos nesse trabalho investigar um dos mapeamentos mais conhecidos nessa área, o 

Mapa Logístico, o mapeamento em questão apresenta uma série de comportamentos dinâmicos 

relevantes, dentre os quais incluem-se regularidade, rotas para o caos, assim como diversos tipos de 

bifurcações, certamente um dos conceitos centrais em sistemas dinâmicos. 
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2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

 O mapa logístico é um modelo matemático que foi descrito em 1976 pelo pesquisador 

Robert May, com o objetivo de modelar o crescimento populacional anual de espécies de insetos. O 

modelo proposto por May foi historicamente importante para mostrar que sistemas extremamente 

simples poderiam ter comportamento extremamente complexo. Este mapeamento é uma equação 

determinística, ou seja, sua situação futura será determinada pelas condições presentes. Tal mapa é 

escrito da seguinte forma 

𝑥ାଵ = 𝐹(𝑥) = 𝑅𝑥(1 − 𝑥) (1) 

onde 𝑥 é o número de indivíduos da população na 𝑛-ésima geração e 𝑅 ∈ [0,4] é o parâmetro de 

controle (MAY, 1976). 

 O aparecimento de caos em sistemas dinâmicos está sempre ligado à ocorrência de 

bifurcações de algum tipo. No mapa logístico está presente, dentre outros tipos de bifurcações, a 

bifurcação sela-nó, também conhecida como bifurcação tangente.  

 Em trabalhos anteriores fizemos um estudo do mapa logístico antes da bifurcação tangente e 

no ponto de bifurcação, determinando os expoentes críticos que a caracterizam, nesse trabalho 

investigaremos o comportamento do mapa após a bifurcação. 

 

3. MATERIAL E MÉTODOS 

No decorrer do trabalho fizemos o uso de computadores para auxiliar nas simulações 

numéricas, através das quais foi observada a evolução do sistema. Além disso, usamos técnicas para 

resolução de equações diferenciais para o tratamento analítico do problema. 

 

4. RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 A convergência para o ponto fixo é descrita pela variável 𝑦, a qual representa a distância 

para o ponto fixo. Essa convergência ainda deve depender do número de iterações 𝑚, da condição 

inicial 𝑦 e do parâmetro 𝜇 = 𝑅 − 𝑅. Em trabalhos anteriores estudamos os casos em que 𝜇 > 0, 

ou seja, antes da bifurcação e 𝜇 = 0 quando estávamos na bifurcação. Nossa proposta agora é 

estudar o caso em que 𝜇 < 0, isto é, depois da bifurcação. 

 A convergência para o estado estacionário depois que a bifurcação ocorreu é marcada por 

uma lei exponencial do tipo 

𝑦(𝑚, 𝜇) ∝ 𝑒ି/ఛ, (2) 

em que 𝜏 é o tempo de relaxação descrito por 

𝜏 ∝ 𝜇ఋ , (3) 
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onde 𝛿 é um expoente de relaxação (TEIXEIRA, 2015).  

A Figura 1 mostra o comportamento de 𝜏 versus 𝜇 e um ajuste em lei de potência fornece-

nos o expoente 𝛿 = −0,54(3). 

 

 

O tratamento analítico é feito considerando a função 𝐹(ଷ) = 𝐺(𝑥, 𝑅), onde 𝐹(ଷ) representa a 

terceira composição da equação (1); com isso faremos uma expansão em Taylor da função 𝐺(𝑥, 𝑅) 

em torno do ponto fixo 𝑥∗ e do 𝑅 crítico, chamando −  డீ
డோ
ቚ
௫∗,ோ

= 𝑎′ e  
ଵ

ଶ!

డమீ

డ௫మ
ቚ
௫∗,ோ

= 𝑏′ e 

reordenando os termos chegamos a seguinte expressão 

𝑦ାଵ = 𝑦 + 𝜇 + 𝑎𝑦
ଶ , (4) 

onde 𝑦ାଵ =
௫శభି௫

∗

ᇱ
 e 𝑎 =

ᇱ

ᇱ
. 

A equação (4) pode ser escrita como uma equação de diferenças e em seguida aproximada 

por uma equação diferencial da seguinte forma 

𝑦ାଵ − 𝑦
(𝑚 + 1) − 𝑚

= 𝜇 + 𝑎𝑦
ଶ , (5) 

𝑑𝑦

𝑑𝑚
≈ 𝜇 + 𝑎𝑦

ଶ . 
(6) 

Resolvendo a equação diferencial (6) chegamos ao seguinte resultado 

𝜏 =
1

√𝑎𝜇
ቈ𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ቆ

𝑦

ඥ
ഋ

ೌ

ቇ − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ቆ
𝑦

ඥ
ഋ

ೌ

ቇ, 
(7) 

analisando esse resultado é possível notar que 𝜏 diverge como 
ଵ

√ఓ
 no limite de 𝜇 pequeno. Assim, 

temos 

𝜏 ∝ 𝜇ష
భ
మ, 

Figura 1: Gráfico do tempo de relação para o ponto fixo em função de 𝜇. 
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chegando a 𝛿 = −
ଵ

ଶ
, o que confirma o resultado encontrado numericamente. 

 

5. CONCLUSÕES 

 Notamos que o decaimento para o estado estacionário é marcado por uma lei exponencial do 

tipo 𝑦(𝑚, 𝜇) ∝ 𝑒ି

ഓ , onde 𝜏 é o tempo de relaxação descrito por 𝜏 ∝ 𝜇ఋ , sendo que nossos estudos 

mostraram que o expoente de relaxação 𝛿 = −
ଵ

ଶ
 usando uma abordagem analítica o que confirma o 

resultado encontrado numericamente. 
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