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A TRANSFORMADA DE LAPLACE COMO METODO PARA RESOLUCAO DE

PROBLEMAS DE EQUAQOES DIFERENCIAIS
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RESUMO

Grande parte dos problemas fisicos sdo abordados em forma de modelo matematico, dos quais se destacam 0s
modelos envolvendo equagbes diferenciais, logo o desenvolvimento de técnicas para resolucdo de problemas
que envolvam equacdes diferenciais € de fundamental importancia em diversos estudos cientificos. Existem
métodos muito eficientes para a resolucdo de equacOes diferenciais, porém em determinados problemas de
aplicacdo, que envolvam a acdo de forgas descontinuas, a aplicacdo dos métodos usuais torna-se bastante
complicada. Neste trabalho, desenvolvemos o estudo do problema de resolver equagdes diferenciais ordinarias
por meio da Transformada de Laplace, a qual permite que uma equacao diferencial seja resolvida via equagdes
algébricas.

Palavras-chave: Transformada integral; Equagdes ordindrias de segunda ordem; Sistemas de equagdes
diferenciais.

1. INTRODUCAO

EquacGes diferenciais ordinarias (EDO) é uma area da matematica profundamente
relacionada a modelagem de problemas fisicos. Estudos mostram que as bases para essa teoria
ocorreram no século XVII, tendo como precursores grandes nomes da matematica, podemos
citar Newton, Leibniz, Barrow, Gregory, Torricelli, Fermat e os irméos Bernoulli e Clairaut.
Newton realizou contribuicbes relevantes, dentre as quais podemos citar 0s estudos
envolvendo fungbes em termos de séries infinitas, além de pesquisas sobre taxas de variacdes
e tambem formulou um método sistematico de diferenciacdo. Nesse contexto surgiram as
primeiras teorias fazendo uso da diferenciacdo. Leibniz atuou nos séculos XVII e XVIIlI,
trabalhando independentemente das descobertas de Newton, sendo responsavel pelo avanco
nos estudos em Calculo Diferencial e contribuindo para que essa teoria tomasse forma. Na
mesma época foram descobertos grupos de equacdes diferenciais resolvidas por métodos bem
simples, entre esses grupos encontra-se a equacdo de Bernoulli e a equacdo diferencial de
Clairaut, vide [1], [2] e [3].

Apesar de algumas equagdes diferenciais serem resolvidas através de métodos

analiticos de forma relativamente simples, a maioria delas ndo podem ser resolvidas
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facilmente, sendo necessario o estudo de técnicas que possam auxiliar na obtencdo de
solucdes. E nesse contexto que pretendemos abordar a Transformada de Laplace na resolugéo
de equacdes diferenciais. A Transformada de Laplace também ¢é utilizada em engenharia,
principalmente nos calculos que envolvem sistemas mecénicos e sistemas elétricos e em
muitos ramos da matematica como em Analise Funcional, Calculo Operacional e Teorias
Numéricas.

A Transformada de Laplace recebeu esse nome em homenagem a Pierre-Simon de
Laplace e consagrou-se na area do Calculo devido a praticidade oferecida na resolucéo de
equacdes diferenciais, visto que transforma a equacdo diferencial ordinaria em uma equacgéo
algébrica.

Esse trabalho se dedica ao estudo da Transformada de Laplace, concentrando-se no
estudo das demonstracdes dos principais resultados envolvendo propriedades e condi¢Ges de
existéncia da Transformada de Laplace e na aplicacdo da mesma como método para resolucao
de EDOs. Desenvolvemos o estudo da Transformada de Laplace na resolucéo de problemas

de valor inicial para equacdes diferenciais lineares com coeficientes constantes,
u) =gy +ay'+.+a.,y "  KEN )
com condigdes iniciais y(0) = ,, y'(0) = Yy,..., Y (0) = y& .

Tratamos também da resolucdo de sistemas de equacgdes diferenciais lineares com
coeficientes constantes através da Transformada de Laplace e abordamos problemas classicos
que envolvem a Transformada de Laplace e as fungbes degrau, periodicas, convolugédo e

impulso. Se o tempo permitir, faremos um breve estudo da Transformada de Laplace como
método para resolucdo de equac0es diferenciais parciais.

2. MATERIAL E METODOS
O trabalho tem sido desenvolvido através de estudos tedricos, com a utilizagcdo dos
livros mencionado nas referéncias; reunides semanais para discussdes sobre o tema e

apresentacdes de seminarios realizadas pela estudante.

3. RESULTADOS E DISCUSSOES
A Transformada de Laplace é uma transformada integral que transforma uma funcéo
com variavel t (tempo) em uma funcéo com varidvel s (frequéncia). Nesse trabalho fazemos
uso da Transformada de Laplace como um método para a resolucdo de equac@es diferenciais.

Considere uma funcdo f :[0,.0) > R. Dizemos que a Transformada de Laplace da

funcdo f(t) é definida e representada por:
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F(s)=L{f (= e f @t )

Note que e f (t) é o nlcleo da Transformada de Laplace e que essa esta definida sempre que

a integral existir. Destacamos também que consideramos 0s casos em que os valores de s sao
reais. Como as solugdes das equaces diferenciais lineares com coeficientes constantes estdo
baseadas na funcdo exponencial, é natural que a Transformada de Laplace seja aplicada com
facilidade. O método da Transformada de Laplace baseia-se no seguinte:

1. Usar a Transformada de Laplace em (2) para converter um problema de valor inicial,

na forma dada em (1), em uma funcdo f (t) para um problema algébrico mais simples

na fungéo F(s).
2. Resolver o problema algébrico para encontrar F(s).

3. Recuperar a funcdo desejada f(t) de sua Transformada, essa etapa é chamada de

calculo da Transformada Inversa.

Discorremos sobre a Transformada de Laplace na resolucdo de problemas de valor
inicial para equacOes diferenciais lineares com coeficientes constantes e a aplicagdo da
Transformada de Laplace na resolucdo de equacdes na forma de (1) se baseia no fato de que

a transformada de y' relaciona-se de forma simples com a transformada de y . O teorema a

seguir exprime essa relagéo,

Teorema 1. Suponha que f(t) é continuae que f'(t) é seccionalmente continua em qualquer
intervalo 0<t<A. Suponha, além disso, que existem constantes K,a e M tais que
| f(t) |< Ke* parat>M . Entdo L{f(t)} existe para s >a e, além disso,
L{f'®F=s{f O} 1(0).

E imediato que aplicacdes sucessivas do Teorema 1 resulta numa expressio para a k-
ésima derivada y*.
Corolario 1. Suponha que as fungdes f, f',... f"" sdo continuas e que f" é seccionalmente
continua em qualquer intervalo 0 <t < A. Suponha, além disso, que existem constantes K,a
e M tais que | f(t)[<xKe*,| f'(t)|<Ke*,...,| f"(t)|[<Ke*, para t>M. Entdo, L{f"(t)}
existe para s >a e € dado por

L{F ()} = s"L(f (t) —s"*f (0) —...—sf "2(0) — f "(0).

102 Jornada Cientifica e Tecnoldgica e 7° Simposio da Pds-Graduacao do IFSULDEMINAS. ISSN: 2319-
0124,



Esse resultado fornece a base para a aplicacdo da Laplace em equagdes diferenciais
com coeficientes constantes de qualquer ordem. Apds o calculo da transformada, nos

deparamos com o problema da determinacdo da funcdo y=q@(t) correspondente a

transformada Y (s), conhecida como transformada inversa de Y(s), usam-se também a

notagdo L*{f (t)}, a qual é dada por uma férmula que sera trabalhada no projeto se o tempo

permitir. Em um segundo momento, realizaremos o estudo da resolucdo de sistemas de
equacdes diferenciais lineares com coeficientes constantes através da Transformada de
Laplace e o estudo de problemas classicos que envolvem a Transformada de Laplace e as
fungdes degrau, periddicas, convolugdo e impulso. Se o tempo permitir, faremos uma breve
abordagem sobre a Transformada de Laplace como meétodo para resolucdo de equacgdes

diferenciais parciais.

4. CONCLUSOES
Em linhas gerais, o estudo da aplicagdo da Transformada de Laplace na resolugéo de
EDOs aborda diversos temas importantes da area de equacdes diferenciais, 0s quais,
usualmente, ndo sdo abordados em nivel de graduacédo. O trabalho tem fortalecido a base
teorica da graduanda, oferecendo condic¢des de contato com uma area ainda nao estudada e
firmando a importancia dos contetdos desenvolvidos no decorrer do curso de graduacao, além
de abordar importantes problemas de aplicagdo, o que acarreta um despertar para a

importancia da matematica no desenvolvimento da sociedade.
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