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RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS POR SERIES
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RESUMO

A érea de Equagdes Diferenciais Ordinarias apresenta muitos problemas em aberto, sendo uma grande parte proveniente
de modelagem de problemas fisicos, que por sua vez, dificilmente apresentam soluces de facil andlise, evidenciando a
necessidade de estudos de variadas técnicas de resolucdo. Este trabalho aborda os estudos de solugBes de equagdes
diferenciais lineares pelo método de séries. Esse método baseia-se basicamente na suposicdo de que a solugdo pode ser
escrita como uma expansdo em série de poténcias, em seguida determinam-se os coeficientes de modo a satisfazer a
equacdo diferencial. Ele é conveniente, pois soluciona um ndmero maior de equacdes diferenciais ordinarias que os
métodos classicos, além de lancar base para estudos mais elaborados como as séries de Fourier.
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1. INTRODUCAO

A modelagem matematica surgiu da necessidade de previsao de resultados de experimentos
reais, mesmo sem a realizacdo do mesmo, culminado em estudos de ferramentas que associassem
teoria matematica e modelos reais, na busca de modelos que representassem, de forma muito
aproximada, os modelos reais. A busca pela resolucéo desse problema propiciou a motivacao para o
surgimento de diversas areas na matematica, além de aplicacfes em contextos variados.

As origens dos estudos envolvendo a aplicagdo do método de solugdes em série deram-se
por volta de 1750, quando Euler apresentou um estudo envolvendo séries de poténcias na resolugao
de equacdes diferenciais (BOYER, 2012). O uso de séries na resolucdo de equacOes diferenciais
ordindrias e parciais é de grande relevancia, uma vez que a maior parte dos problemas nao apresenta
uma solugéo analitica. O objetivo desse trabalho é a anélise do método de solugdes em série para
equacdes diferenciais ordinarias lineares, abordando problemas que usualmente ndo séo tratados nas
referéncias consultadas, como é o caso das equacbes envolvendo funcdes genéricas nao

polinomiais.
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Os estudos mostraram que o método é conveniente e eficiente, pois as séries de poténcias se
comportam de maneira muito semelhante a fungdes dentro de um intervalo de convergéncia, bem

como soluciona um nimero maior de equacdes diferenciais ordinarias.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA
Consideramos neste trabalho o problema de encontrar soluces de uma equacao da forma,
Py +Q®y + R®y =0 (N
Onde P, Q e R sdo funcdes analiticas. Dizemos que um ponto x, é chamado de ponto ordinario se
P(xy) # 0 e de ponto singular se P(xy) = 0.

A equacdo (1) regularmente modela problemas de fisica matematica, podemos citar as
classicas equacdo de Bessel e equacdo de Legendre (BOYCE, 2006; BRAUN, 1979; HIRSCH,
SMALLE, 1974; ZILL, 2011).

Em sintese, 0 método propGe a busca por solu¢des em série da equacdo (1) na vizinhanca de
pontos ordinarios e pontos singulares regulares. O processo do método consiste em supor que a
equacdo (I) admite uma solucdo y e que essa admite uma expansdo em série de poténcias,

y(x) = Xn—oan (x — x)" (1
convergente para |x — x,| < R, para algum R > 0. Em seguida, determinamos os coeficientes a,,,
substituindo a série em (l1) e suas derivadas em (I). Destacamos que as operacdes envolvidas nos
procedimentos sdo justificaveis desde que permanecamos no intervalo de convergéncia. Essa
técnica elimina o problema numa vizinhanca de um ponto ordinario, no entanto ndo é aplicavel para
pontos singulares.

Como uma equacdo diferencial tem, em geral, poucos pontos singulares, poderiamos
interrogar se a opcdo de ignora-los seria apropriada, porém em uma vizinhanga de um ponto
singular a solucdo torna-se, frequentemente, muito grande em modulo ou ocorrem alteracdes
rapidas em seu moédulo, logo o comportamento de sistemas fisicos modelados por equacbes
diferenciais pode ser mais interessante numa vizinhanca de um ponto singular.

O método descrito acima ndo € funcional quando x, é um ponto singular, uma vez que
frequentemente as solugdes da equacgdo () ndo sdo analiticas em x, e, portanto, ndo podem ser
representadas por uma série de Taylor. Assim é necessario fazer uso de uma expansdo em série
mais geral. Nesse caso, consideramos o problema de resolver a equacdo (I) em uma vizinhanca do
ponto singular x, = 0. Note que, se x, # 0, basta transformar a equacdo em uma equacgdo cujo
ponto singular esta na origem, tomando x — x, = t. Como x = 0 é um ponto singular de (), entdo
as funcdes

xQ(x)
P(x)
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tem limites finitos quando x tende a zero e sdo analiticas em x = 0, logo tem série de poténcias

convergentes da forma,

xp(x) = Z pnx™,  x%*q(x) = z qnx™,
n=0 n=0

em algum intervalo |x| < R em torno da origem. Para que as funcdes xp(x) e x?q(x) aparecam na
equacéo (I), a dividimos por P(x) e em seguida multiplicamos por x2, obtendo
x?y"+ x[xp(0)]y' + [x*q(x)]y = 0.
Destacamos que as referéncias abordam o problema mencionado acima considerando as
P, Q e R como funcdes polinomiais, tornando-o relativamente simples. Ressaltamos que 0s estudos
apontam a possibilidade de resolucdo de problemas envolvendo funcdes analiticas genéricas, o0 que
poderia dificultar muito os calculos, entretanto um dos objetivos do trabalho é também a analise de

equacgdes nesse contexto.

3. MATERIAL E METODOS

Para atender os objetivos do trabalho, tém sido desenvolvidos estudos tedricos através das
referéncias mencionadas; reunifes semanais entre aluna e orientadora para discussdo do tema; e
eventualmente a apresentacdo de seminarios com topicos que necessitam de um estudo mais

aprofundado.

4. RESULTADOS E DISCUSSOES

Considerando o problema de resolver, por meio do método de solucdo em série, equacgdes

diferenciais lineares de segunda ordem,

PX)y"+Qx)y'"+ R(x)y =0
percebemos que as principais referéncias ndo tratam dos coeficientes P,Q e R como funcgdes
analiticas genéricas, particularizando o problema, principalmente, para o caso em que P,Q e R sao
polindmios. A justificativa desse tratamento é a simplificacdo dos célculos algébricos em uma
primeira abordagem.

Atraveés de estudos teoricos da construcdo do método e do desenvolvimento de problemas,
verificou-se que o método é eficiente para o caso em que P, Q e R s@o polindmios e que se mostra
aplicavel também para o caso geral. Em seguida serdo realizadas demonstragdes, estudos de
exemplos usualmente ndo abordados e um estudo de solugdo em série para equacOes diferenciais

parciais, 0 Método de Fourier.

5. CONCLUSOES
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O estudo do método de solugdes em série lanca bases para o estudo de um dos temas mais
importantes da area de equacdes diferenciais, as séries de Fourier, 0s quais ndo sdo regularmente
estudados em cursos de graduacdo. O trabalho tem fortalecido a base tedrica da graduanda,
oferecendo condicBes de contato com uma area nova.

A partir dos estudos concluidos até 0 momento verificou-se que o método é eficiente em
torno de pontos ordinarios e singulares regulares. As etapas seguintes estdo voltadas a justificar a
validade do método por meio de argumentos teoricos e 0 estudo do método para equagdes mais

genéricas.
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