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RESUMO 

O estudo aqui realizado discute o decaimento para o estado estacionário de uma família de mapeamentos logIstic-like. 

No qual os resultados numéricos encontrados foram confirmados a partir de hipóteses de escala, as quais foram 

calculadas analiticamente. Tal análise e feita na bifurcação com 𝜇 = 0. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

O mapa logístico é um modelo matemático que foi descrito por Robert May em 1976, com 

uma aplicação direta em Biologia (MAY, 1976). Tal mapa é descrito pela equação: 

𝑥𝑛+1 = 𝑅𝑥𝑛(1 − 𝑥𝑛).          (1) 

Esta equação possui muitas virtudes, como o fato de ser acessível e mesmo assim ilustrar 

muitas noções de dinâmica não linear (FEIGENBAUM, 1979), apresentando uma matemática cheia 

de vida e riqueza onde muito aspectos ainda não são rigorosamente entendidos, e são estudados por 

alguns dos melhores matemáticos da atualidade. 

Neste trabalho estudaremos a dinâmica do mapa logIstic-like, que é descrito pela equação: 

𝑥𝑛+1 = 𝑅𝑥𝑛(1 − 𝑥𝑛
𝛾

), 𝑐𝑜𝑚 𝛾 > 0             (2) 

em que R é um parâmetro de controle. Tal mapa representa uma generalização do mapa logístico, é 

possível perceber que para 𝛾 = 1 recuperamos o mapa logístico convencional. 

 

2. MATERIAL E MÉTODOS 

 

No decorrer do trabalho fizemos o uso de computadores para auxiliar nas simulações 

numéricas, através das quais foi observado a evolução do sistema. Além disso, fizemos o tratamento 

analítico do problema. 
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3. RESULTADOS E DISCUSSÕES  

 

Vamos considerar a convergência para o ponto de equilíbrio em duas situações distintas, em 

que a primeira será no ponto de bifurcação e a segunda será imediatamente antes do ponto de 

bifurcação. 

A variável importante para a descrição é a distância do ponto de equilíbrio, que é escrita 

como uma função de  𝑛, 𝑥0 e  𝜇 = 𝑅𝑐 − 𝑅, o qual  𝑅𝑐 identifica o ponto de bifurcação e 𝑅 < 𝑅𝑐. Se 

𝜇 = 0 logo 𝑅 = 𝑅𝑐, onde estamos exatamente na bifurcação. Neste fato a evolução dinâmica para o 

ponto fixo deve ser obtida por uma função homogênea generalizada em função das variáveis  𝑛, 𝑥0. 

Tal função pode ser descrita como: 

𝑥(𝑥0, 𝑛) = 𝑙𝑥(𝑙𝑎𝑥0, 𝑙𝑏𝑛)                      (3) 

no qual 𝑙 é um fator de escala , 𝑎 e 𝑏 são expoentes característicos (HERMES, 2015). 

Fazendo uma análise onde 𝜇 = 0. Consideremos três hipóteses. 

1- 𝑥(𝑛)~𝑥0
𝛼 , 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑛 ≪ 𝑛𝑥 

2- 𝑥(𝑛)~𝑛𝛽 , 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑛 ≫ 𝑛𝑥 

3- 𝑛𝑥~𝑥0
𝑧 

no qual 𝑛𝑥 define o número de iterações do crossover que marca a mudança do platô constante para 

o decaimento em lei de potência 𝑛𝛽. A partir das três hipóteses e da função homogênea 

generalizada, conseguimos relacionar os expoentes críticos com os expoentes característicos. 

Tomando 𝑙𝑎𝑥0 = 1, temos que 𝑙 = 𝑥0

−1

𝑎 , portanto 𝑥(𝑥0, 𝑛) = 𝑥0

−1

𝑎 𝑥(1, 𝑥0

−𝑏

𝑎 n ). Considerando 

que 𝑥(1, 𝑥0

−𝑏

𝑎 n ) seja uma constante para 𝑛 ≪ 𝑛𝑥, relacionando com a hipótese 1, temos que 𝑥0

−1

𝑎 =

𝑥0
𝛼, portanto 

𝛼 =
−1

𝑎
 

Considerando agora 𝑙𝑏𝑛 = 1, temos que 𝑙 = 𝑛
−1

𝑏 , logo 𝑥(𝑥0, 𝑛) = 𝑛
−1

𝑏 𝑥(𝑛
−𝑎

𝑏 𝑥0, 1). 

Considerando que 𝑥(𝑛
−𝑎

𝑏 𝑥0, 1) seja uma constante para 𝑛 ≫ 𝑛𝑥, e relacionando com a segunda 

hipótese temos que 𝑛
−1

𝑏 = 𝑛𝛽 , então:  

𝛽 =
−1

𝑏
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Comparando as duas expressões de 𝑙 obtemos que 𝑛𝛽 = 𝑥0
𝛼, portanto 𝑛𝑥 = 𝑥0

𝛼

𝛽
. E temos da 

hipótese 3 que 𝑛𝑥 = 𝑥0
𝑧, portanto 𝑥0

𝛼

𝛽 = 𝑥0
𝑧, assim: 

𝑧 =
𝛼

𝛽
 

Tem-se portanto que a relação acima define uma lei de escala, em que se tivermos dois 

expoentes conhecidos encontramos o terceiro. 

 

 

 

Ainda para o caso 𝑅 = 𝑅𝑐 = 1 iremos mostrar uma abordagem analítica para o equilíbrio, 

onde iremos analisar a equação do mapeamento escrito como 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛
𝛾+1

, desse modo essa 

equação pode ser reescrita (HERNES, 2015): 

𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 = −𝑥𝑛
𝛾+1

, 𝑑𝑖𝑠𝑠𝑜 𝑡𝑒𝑚𝑜𝑠 
𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛

(𝑛 + 1) − 𝑛
= −𝑥𝑛

𝛾+1
              (4) 

Podemos assim fazer a seguinte aproximação: 

𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛

(𝑛 + 1) − 𝑛
≅

𝑑𝑥

𝑑𝑛
= −𝑥𝑛

𝛾+1
                 (5) 

Muito próximo do ponto fixo, consideramos que a dinâmica da variável 𝑥 é praticamente 

contínua, com isso chegamos em uma EDO de primeira ordem. Fazendo a separação de variáveis 

temos: 

∫
1

𝑥𝛾+1

𝑥(𝑛)

𝑥0

𝑑𝑥 = ∫ 𝑑𝑛
𝑛

0

.         (6) 

Realizando os cálculos, e organizando de modo conveniente, chegamos em: 

Figura 1: Diagrama de decaimento para (a) =1 e para (b) =3. 
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𝑥(𝑛) =
𝑥0

[𝑥0
𝛾

𝛾𝑛 + 1]
1
𝛾

.              (7) 

 Analisando a equação (7) temos que (𝑥0
𝛾

𝛾𝑛) ≪ 1 e para (𝑛 ≪ 𝑛𝑥), então 𝑥(𝑛)~𝑥0
1. 

Verificando com a primeira hipótese de escala que fizemos anteriormente, temos que 𝛼 = 1. Para o 

caso em que (𝑥0
𝛾

𝛾𝑛) ≫ 1 e para (𝑛 ≫ 𝑛𝑥), então 𝑥(𝑛)~𝑛
−1

𝛾 . Verificando com a segunda hipótese 

de escala chegamos que 𝛽 =
−1

𝛾
. Para o último caso em que (𝑥0

𝛾
𝛾𝑛) = 1, então 𝑛𝑥~𝑥0

−𝛾
. 

Comparando com a terceira hipótese de escala, temos que 𝑧 = −𝛾. 

Os resultados encontrados confirmam a validade da nossa hipótese de lei de escala, na qual 

temos que 𝑧 =
𝛼

𝛽
, porém encontramos que 𝛼 = 1, 𝛽 =

−1

𝛾
 e 𝑧 = −𝛾. Substituindo 𝛼 e 𝛽 em 𝑧, temos 

que 𝑧 = −𝛾, validando assim o resultado encontrado acima.  

 

4. CONCLUSÕES   

 

As simulações numéricas em 𝜇 = 0 confirmam os resultados encontrados analiticamente 

uma vez que para 𝛾 = 1 chegamos que, 𝛼 = 1, 𝛽 = −0,99998 e 𝑧 = −1,00002, e para 𝛾 = 3 

chegamos que, 𝛼 = 1, 𝛽 = −0,33332 e 𝑧 = −3,0002. 
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