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RESUMO 

No presente estudo discutiremos algumas propriedades do mapa quadrático. O objetivo principal do trabalho é através 

da introdução de uma perturbação na equação do mapa, caracterizar a distribuição de estruturas periódicas conhecidas 

como shrimps, as quais aparecem imersas em uma região caótica do espaço de parâmetros. Os resultados encontrados 

evidenciam a organização esperada para tais estruturas.  
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1. INTRODUÇÃO 

 No estudo sistemas dinâmicos, muitas vezes fazemos uso de mapeamentos discretos para 

caracterizar a evolução do sistema, em que o tempo é uma variável discreta, ou seja, só assume 

valores inteiros. Um bom exemplo de mapeamento unidimensional é o mapa quadrático, tal 

mapeamento apresenta uma série de comportamentos dinâmicos relevantes, dentre os quais 

incluem-se regularidades, rotas para o caos, assim como diversos tipos de bifurcações, certamente 

um dos conceitos centrais no estudo de sistemas dinâmicos.  

 Para analisar o comportamento de um sistema dinâmico existem diversas ferramentas, tais 

como, espaço de fases, diagrama de órbitas, espaço de parâmetros, dentre outras. Propomos nesse 

trabalho inserir uma perturbação no mapa quadrático e em seguida estudar o espaço de parâmetros 

do mapeamento a fim de verificar o aparecimento e distribuição de estruturas periódicas conhecidas 

como shrimp, as quais aparecem imersas em uma região caótica do espaço de parâmetros (COSTA, 

2016).  

 

 2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

 O mapa quadrático é um mapa unidimensional definido da seguinte forma: 

         
   (1) 

onde   é um parâmetro de controle e   é a variável dinâmica. 
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 Para medir a taxa de divergência das trajetórias e, portanto, quantificar a dependência 

sensitiva às condições iniciais, utilizam-se os expoentes de Lyapunov. Esses números são utilizados 

como indicadores de caos e são obtidos a partir da distância das trajetórias de duas condições 

iniciais distintas. Segundo Ferrara (1994), os expoentes de Lyapunov são definidos da seguinte 

forma: 

 (  )     
   

 

 
∑   |  (  )| 

   

   

 (2) 

onde   é o número de iterações e   (  ) é a primeira derivada da equação do mapa. Para   positivo 

temos órbitas caóticas, enquanto que para   negativo as órbitas são periódicas. Tal ferramenta é de 

fundamental importância para nosso estudo. 

 De acordo com Gallas (1993), shrimps são formados por um conjunto regular de janelas 

adjacentes, centrado em torno do par principal de interseção superestável de arcos parabólicos. Um 

shrimp é um mosaico duplamente infinito de domínios de estabilidade composto por um domínio 

principal, acrescido de todos os domínios de estabilidade decorrentes de dois períodos adjacentes de 

duplicação de cascata, juntamente com os seus correspondentes domínios de caos.  

 A fim de conseguirmos reproduzir tais estruturas apesentamos o método que usamos ao 

longo do trabalho. 

 

3. MATERIAL E MÉTODOS 

 O método de estudo consiste em introduzir uma perturbação paramétrica no mapa 

quadrático forçando o aparecimento de um segundo parâmetro de controle, em seguida calculamos 

o expoente de Lyapunov para o mapeamento para diferentes valores dos parâmetros de controle, 

com isso espera-se que ocorra o aparecimento de estruturas periódicas.  

 Ao longo do trabalho todas as simulações numéricas foram feitas usando um algoritmo 

escrito em Fortran e os dados obtidos foram usados para gerar os gráficos usando o software 

Gnuplot. 

 

4. RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Com o intuito de analisar o aparecimento das estruturas periódicas shrimp, adicionamos ao 

mapa uma perturbação paramétrica do tipo     (        (  )), com        . Assim, a nova 

equação do mapa fica escrita como: 

          
   (2) 

 Ao introduzirmos a perturbação ao mapa foi possível adicionarmos um novo parâmetro no 

sistema e tornar a dinâmica ainda mais rica, uma vez que   controla a perturbação em  . Como o 
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mapeamento agora possui dois parâmetros de controle, podemos construir o que é conhecido na 

literatura como espaço de parâmetros.  

 A Figura 1 mostra   em função de   para uma grade de 4000 por 4000, com condição inicial 

       e descartando um transiente de     iterações. A paleta de cores mostra os expoentes de 

Lyapunov, a cor azul corresponde ao caos. 

 

 

 

 

A Figura 2 mostra uma ampliação da região onde os shrimps aparecem (estruturas em 

amarelo), é possível notar que existe um domínio principal definido pelo shrimp maior, a partir do 

qual uma família de shrimps segue um dos arcos parabólicos e outra família segue outro arco. 

 

 

 

Figura 1: Espaço de parâmetros 𝜖 versus 𝑐 no qual a escala de cores representa 

o expoente de Lyapunov. 

Figura 2: Região do espaço de parâmetros do mapa destacando as estruturas 

periódicas shrimps. 
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Além dos shrimps é possível notar o aparecimento de órbitas superestáveis, regiões em 

vermelho no gráfico.  

   

 

5. CONCLUSÕES 

 Percebemos que no mapa quadrático com perturbação paramétrica existem estruturas 

periódicas chamadas shrimps, tais estruturas formam uma sequência que se organizam de forma 

bem evidente. A introdução da perturbação no mapa deixou a dinâmica ainda mais rica, sendo 

possível verificar além do aparecimento dos shrimps o surgimento de curvas superestáveis. 

Pretendemos em trabalhos futuros estudar a regra matemática que determina como ocorre a 

organização dos shrimps imersos nas regiões caóticas por meio das chamadas curvas extremas. 
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